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固体推进剂药柱不确定结构分析及方法比较

刘冬青，孙　冰，张建伟
（北京航空航天大学 宇航学院，北京１００１９１）

摘　　　要：针对复合固体推进剂力学性能参数的不确定性对固体火箭发动机药柱结构分析的影响，使用

软件ＡＮＳＹＳ　ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ　ｄｅｓｉｇｎ　ｌａｎｇｕａｇｅ（ＡＰＤＬ）建立了受固化降温载荷和压力载荷联合作用下药柱结构的

参数化有限元模型．在此基础上，分别应用蒙特卡洛法和响应面法，研究了复合固体推进剂热膨胀系数与初

始泊松比的随机分布对药柱结构有限元分析的影响，并对两种方法得到的概率分析结果进行了对比．结果表

明：复合推进剂热膨胀系数和初始泊松比微小的变化会对结构分析结果产生较大的影响；药柱结构响应对初

始泊松比更为敏感．在药柱结构有限元分析时考虑推进剂力学性能参数的不确定性十分必要．通过对两种不

确定结构分析方法的比较发现，响应面法得到的分析结果与蒙特卡洛法得到的分析结果十分接近，且分析效

率远高于蒙特卡洛法．
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ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｓｕｒｆａｃｅ　ｍｅｔｈｏｄ

　　由于制造、工艺、测量、贮存和环境等多方面
的原因，固体推进剂药柱结构分析中药柱结构尺
寸、载荷及材料性能严格来说都具有一定程度的
不确定性［１］．参数的分散性会对药柱结构完整性
乃至贮存寿命产生不同程度的影响．因此，有必要
建立和发展固体推进剂药柱结构分析的“不确定
性模型”，以便能考虑各类随机因素的影响．已被
用于进行固体推进剂药柱不确定结构分析的方法

包括：随机有限元法、蒙特卡洛结合有限元法及响
应面法等．与随机有限元法不同，后两种方法能够
直接利用基于确定性物理模型的有限元分析程

序，因而在实际工程中得到广泛应用［２］．
Ａｋｐａｎ等［３］较早使用１阶可靠度方法和蒙特

卡洛法计算了贮存环境应力作用下导弹结构的瞬

时可靠度．其研究充分考虑了随贮存时间变化的
环境温度、固体推进剂性能（热膨胀系数、平衡模
量）和结构极限强度的不确定性．但由于研究对象
几何结构简单，极限状态方程中的应力函数由理
论公式得到．因此，其研究方法具有一定的局限
性．张书俊和田四鹏等［４－５］先后分别使用响应面法
和蒙特卡洛结合有限元法对点火过程中的固体推

进剂药柱进行了不确定结构分析．他们的研究中
考虑的随机参数包括固体推进剂初始泊松比和松

弛模量参数等．
实际工程中，固体推进剂药柱从浇注到点火

工作的整个过程中，所受到的几种载荷是联合作
用的［６］．因此，对各载荷联合作用下的药柱结构进
行不确定结构分析是必要的．另外使用基于统计
理论的概率分析方法进行不确定性结构分析时，
必须解决有限元模型的参数化建模问题．ＡＰＤＬ
可实现黏弹性材料结构参数化建模及自动重复有

限元计算［７］，从而为固体推进剂药柱不确定结构
分析提供了有力工具．
本文使用ＡＰＤＬ对受固化降温载荷和压力

载荷联合作用下的药柱结构分析问题进行参数

化建模．分别应用蒙特卡洛结合有限元法和响
应面法进行了不确定结构分析，比较了固体推
进剂初始泊松比与热膨胀系数对分析结果的影

响．并对两种方法得到的概率分析结果进行了
较为全面对比．

１　发动机参数化建模

１．１　几何模型及网格

发动机由壳体、绝热层和六角星形药柱构成．
假设发动机长径比较大，可采用平面应变模型计
算．考虑发动机几何构型和受载的对称性，取其规
则段横截面的１／１２建模，如图１所示．几何参数
包括［８］：壳体厚度δｃ、绝热层厚度δｓ、药柱外径Ｄ、
肉厚ｅ１、特征尺寸ｌ、星角数ｎ、星槽圆弧半径ｒ１、
星边夹角θ、星角系数ε及星根圆弧半径ｒ２．图１
中各关键点坐标均可由以上１０个几何参量计算
得到，进而使用ＡＰＤＬ进行参数化几何建模．图２
所示为用于有限元计算的网格．网格单元为八节
点等参单元．

图１　星形药柱截面几何参数

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｒｏｓｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ

图２　有限元分析网格

Ｆｉｇ．２　Ｇｒｉｄ　ｆｏｒ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ

１．２　材料参数定义

假设壳体材料为线弹性材料，绝热层和固体
推进剂均为线黏弹性材料．当采用广义麦克斯韦
模型描述黏弹性材料时，可使用Ｐｒｏｎｙ级数表示

７６４
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剪切松弛模量和体积松弛模量［９］
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式中Ｇ０ 和Ｋ０ 分别为初始切变模量和初始体积
模量．初始拉伸模量Ｅ０，初始泊松比μ０ 与Ｇ０ 或

Ｋ０ 满足如下关系

Ｅ０ ＝２Ｇ０（１＋μ０）＝３　Ｋ０（１－２μ０） （３）

　　计算中忽略快速增压过程中固体推进剂体积
模量随时间的变化，定义线黏弹性材料属性时只
对剪切松弛模量进行设置．同时假设绝热层和固
体推进剂为热流变简单材料，利用时间－温度等效
原理考虑变温黏弹性问题．此时，使用 ＷＬＦ方程
（Ｗｉｌｌｉａｍｓ－Ｌａｎｄｅｌ－Ｆｅｒｒｙ　ｅｑｕａｔｉｏｎ）计算时间－温度
移位因子．

１．３　结构响应计算

计算过程分为２个阶段．第１阶段发动机由
固化温度５０℃历时４０ｈ线性降至环境温度２０℃；
第２阶段开始发动机立即点火，内压经０．３ｓ线性
增至６．６８ＭＰａ，其后内压保持不变．压力加载时
间为２ｓ，考虑增压过程为准静态过程．
固体推进剂药柱在整个计算过程中先后受到

温度和压力两种载荷．根据文献［１０－１１］的研究，
这里选择推进剂的热膨胀系数（ＡＬＰＨＡ）与点火
阶段推进剂初始泊松比（ＭＵ）这２个对计算结果
影响较大且具有一定分散性的材料参数作为随机

输入变量．另外，在温度和内压作用下，通常采用
八面体剪应变准则来评估无缺陷药柱的结构完整

性，而Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应变准则与八面体剪应变准则
本质上是等效的［１２］．ＡＮＳＹＳ软件后处理模块可
以方便地给出特定时刻结构的 Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应变
分布，故本文以计算过程中结构危险点最大 Ｖｏｎ
Ｍｉｓｅｓ应变（ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６）作为随机输出变量．

２　概率分析方法

本文分别采用基于拉丁超立方抽样的蒙特卡

洛法与基于中心合成设计的响应面法对受固化降

温载荷和压力载荷联合作用下的药柱结构进行了

不确定结构分析．２种概率分析方法的简要介绍
如下．

２．１　基于拉丁超立方抽样的蒙特卡洛法

蒙特卡洛法又称为随机抽样法、概率模拟法
或统计试验法．该方法是通过随机模拟和统计试

验来求解结构可靠性的近似数值方法．蒙特卡洛
法适用面广，并且只要建模准确，模拟次数足够
多，所得结果就可认为是可信的．
与直接蒙特卡洛抽样相比，拉丁超立方抽样

（ＬＨＳ）避免了重复抽样，从而减少了样本数目．
该方法能够在不改变抽样均值和方差的情况下大

幅度提高计算效率，因而更适用于求解结构的随
机响应．拉丁超立方抽样的基本原理如下［１３］．
Ｙ｛Ｙｉ，ｉ＝１，２，３，…，Ｋ｝为Ｋ 维独立随机变
量，ＦＹｉ是Ｙｉ的累计分布函数，其定义如下：

ＦＹｉ（ｙｉ）＝Ｐ｛Ｙｉ≤ｙｉ｝ （４）

Ｕｉ　Ｎ×１是［０，１］区间上的随机数，Ｐｉ　Ｎ×１是｛１，２，３，
…，Ｎ｝的随机排列，Ｚｉ　Ｎ×１是Ｙ的Ｎ 个样本，那么
可以直接给出

Ｚｉ ＝Ｆ－１
Ｙｉ
Ｐｉ－Ｕｉ（ ）Ｎ

（５）

２．２　基于中心合成设计的响应面法

响应面法是选用一个适当的、可以明确表达
的函数来近似代替不能明确给出的功能函数．
ＡＮＳＹＳ使用二次函数近似表达随机输入变量与
随机输出变量之间的关系

ｇ（Ｘ）＝ｃ０＋∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸｉ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝ｉ
ｃｉｊＸｉ·Ｘｊ

（６）
并对一系列样本点上的函数值进行回归分析，以
确定二次函数中的各项系数（ｃ０，ｃｉ和ｃｉｊ）．从而获
得一个近似代替功能函数的“响应面”．
响应面法的精度是由响应面的形式及取样点

的点位确定的．本文采用 ＡＮＳＹＳ自带的中心合
成设计抽样法（ＣＣＤ）确定取样点的分布．中心合
成设计抽样包括１个中心点、２　Ｎ 个轴线点和

２　Ｎ－ｆ个阶乘点（样本空间中Ｎ 维超立方体顶点）．
这里Ｎ 为随机输入变量个数，ｆ为阶乘部分的分
数因子．分析中只涉及２个随机输入变量，没有必
要通过增大ｆ来限制取样点数量，并采用包含交
叉项的二次多项式拟合响应面．因此，待定的多项
式系数为６个，取样点为９个．

３　计算结果及分析

考虑到随机参数的实际物理意义，假设两随
机输入变量均服从截断型高斯分布．推进剂热膨
胀系数预设均值为６．３×１０－５，非截断标准差为

１．０×１０－６，截断上限和下限分别为６．５×１０－５和

６．１×１０－５．点火阶段推进剂初始泊松比预设均值
为０．４９８，非截断标准差为５．０×１０－４，截断上限

８６４
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和下限分别为０．４９９和０．４９７．

３．１　蒙特卡洛法分析结果

文献［５］的研究显示拉丁超立方抽样３００次
后随机输入变量均值精度和方差精度已经能够满

足精度要求．而文献［４，１４］均采用样本量为５００
的基于拉丁超立方抽样的蒙特卡洛法来验证他们

各自提出的概率分析方法．为检验样本量对概率
分析结果的影响，本文对随机输入参数组分别进
行了样本量为３００，５００和１　０００的拉丁超立方抽
样，并以此为基础完成相应的有限元仿真．图３
（由于样本量为５００和１０００的抽样结果曲线差别
很小，故省去后者）和图４分别给出了３次抽样过
程中 ＭＵ的均值和标准差随抽样次数的变化情
况，图５为１０００次拉丁超立方抽样并完成相应的
有限元仿真后统计得到的随机输出变量的直方图．

图３　ＭＵ均值随样本数目变化

Ｆｉｇ．３　Ｍｅａｎ　ｏｆ　ＭＵ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｎｕｍｂｅｒ

ｏｆ　ｓａｍｐｌｅｓ

通过图３可以看到，拉丁超立方抽样超过

２５０次后，ＭＵ的均值趋于平稳．而通过观察图４
中的３条曲线可知，ＭＵ的标准差收敛相对缓慢，

图４　ＭＵ标准差随样本数目变化

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｎｄａｒｄ　ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ＭＵ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ

ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　Ｓａｍｐｌｅｓ

图５　１　０００次ＬＨＳ抽样ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６直方图

Ｆｉｇ．５　Ｈｉｓｔｏｇｒａｍ　ｏｆ　ＬＨＳ（１　０００ｓａｍｐｌｅｓ）

抽样接近５００次时仍会出现小范围的上下波动，
抽样超过８００次后才趋于平稳．由图５可知，当随
机输入变量服从截断型高斯分布时，随机输出变
量也近似服从截断型高斯分布．随机输入和输出
变量统计结果见表１和表２．表３给出了随机输
入输出变量间的Ｓｐｅａｒｍａｎ等级相关系数．

表１　随机输入变量统计结果

Ｔａｂｌｅ　１　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｒａｎｄｏｍ　ｉｎｐｕｔ　ｖａｒｉａｂｌｅｓ

参数名
ＬＨＳ　３００ ＬＨＳ　５００ ＬＨＳ　１０００

ＭＵ　 ＡＬＰＨＡ　 ＭＵ　 ＡＬＰＨＡ　 ＭＵ　 ＡＬＰＨＡ

均值 ０．４９８　０　 ６．２９９　８×１０－５　 ０．４９８　０　 ６．３００　０×１０－５　 ０．４９８　０　 ６．３００　０×１０－５

标准差 ４．４０５　９×１０－４　 ８．８０６　０×１０－７　 ４．４０２　９×１０－４　 ８．８０３　６×１０－７　 ４．３９９　８×１０－４　 ８．８００　６×１０－７

最小值 ０．４９７　０　 ６．１００　７×１０－５　 ０．４９７　０　 ６．１０２　９×１０－５　 ０．４９７　０　 ６．１００　３×１０－５

最大值 ０．４９９　０　 ６．４９５　７×１０－５　 ０．４９９　０　 ６．４９７　３×１０－５　 ０．４９９　０　 ６．４９９　５×１０－５

９６４
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表２　随机输出变量统计结果

Ｔａｂｌｅ　２　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｒａｎｄｏｍ　ｏｕｔｐｕｔ　ｖａｒｉａｂｌｅ

ＬＨＳ　３００ ＬＨＳ　５００ ＬＨＳ　１０００

均值 ０．０９９　４１５　 ０．１００　２５　 ０．１００　２５

标准差／１０－３　 ２．９４０　６　 ２．９１６　８　 ２．９１１　４

最小值／１０－２　 ９．２９０　５　 ９．３９１　７　 ９．３３６　１

最大值 ０．１０６　２１　 ０．１０７　３８　 ０．１０７　１７

表３　Ｓｐｅａｒｍａｎ等级相关系数（ＬＨＳ）

Ｔａｂｌｅ　３　Ｓｐｅａｒｍａｎｓ　ｒａｎｋ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ（ＬＨＳ）

Ｏｕｔｐｕｔ／Ｉｎｐｕｔ　 ＭＵ　 ＡＬＰＨＡ

ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６（３００） －０．９８５　 ０．２７４

ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６（５００） －０．９８４　 ０．１７４

ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６（１０００） －０．９８５　 ０．１６２

由表１中的统计结果可知，３次抽样得到的
随机输入变量的均值及标准差之间的差别很小

（均在１‰以内）．而由表２中的统计结果可知，分
别对应于样本量为５００和１０００的随机输出变量
的均值及标准差的差别较小，但均与对应于样本
量为３００的随机输出变量的均值及标准差存在一
定的差异（１％左右）．另外，综合表１和表２可以
看到，推进剂热膨胀系数和点火阶段推进剂初始
泊松比微小的变化会对结构分析结果产生较大的

影响：随机输出变量的变异系数接近０．０３，最小
值与最大值之间相差达到１５％．而实际情况中，
对于高填充复合固体推进剂，其初始泊松比可能
低于０．４５（随固体填充比的增加而减少）［１５］．可
见，充分考虑发动机各种材料的性能参数的分散
性对结构完整性的影响是必要的．

３．２　响应面法分析结果

如２．２节所述，９个随机输入变量样本点确
定后进行相应的有限元仿真，便得到９个随机输
出变量的值．之后，根据这９组随机输入输出变量
的值采用向前逐步回归法（ＦＳＲ）拟合响应面，并
用拟合得到的响应面函数代替有限元模型进行

５０　０００次随机抽样．表４给出了随机输入输出变
量的抽样统计结果．表５则给出了随机输入输出
变量 间 的 Ｓｐｅａｒｍａｎ 等 级 相 关 系 数．图 ６ 为

ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６统计直方图．
通过表４可以看到，由于在响应面上抽样次

数达到５０　０００，统计得到的 ＭＵ和ＡＬＰＨＡ各自
的最小最大值均分别达到了抽样前预设的各自的

分布上下限．相应得到的ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６的分布
范围较之表２中的更广．而表５中计算数据体现
的随机输入输出变量间的相关性与使用蒙特卡洛

法得到的统计结果一致．另外，较之图５，图６给出
的ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６统计直方图体现出更为明显
的截断型高斯分布特性．

表４　随机抽样统计结果

Ｔａｂｌｅ　４Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｒａｎｄｏｍ　ｓａｍｐｌｉｎｇ

参数名 ＭＵ　 ＡＬＰＨＡ　 ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６

均值 ０．４９８　０　 ６．３００　０×１０－５　 ０．１００　２５

标准差 ４．３９８　２×１０－４　 ８．７９６　３×１０－７　 ２．９０２　９×１０－３

最小值 ０．４９７　０　 ６．１００　０×１０－５　 ９．２６５　６×１０－２

最大值 ０．４９９　０　 ６．５００　０×１０－５　 ０．１０７　７９

表５　Ｓｐｅａｒｍａｎ等级相关系数（ＣＣＤ）

Ｔａｂｌｅ　５　Ｓｐｅａｒｍａｎｓ　ｒａｎｋ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ（ＣＣＤ）

Ｏｕｔｐｕｔ／Ｉｎｐｕｔ　 ＭＵ　 ＡＬＰＨＡ

ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６ －０．９８５　 ０．１５９

图６　５０　０００次随机抽样ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６直方图

Ｆｉｇ．６　Ｈｉｓｔｏｇｒａｍ　ｏｆ　ｒａｎｄｏｍ　ｓａｍｐｌｉｎｇ
（５０　０００ｓａｍｐｌｅｓ）

３．３　蒙特卡洛法与响应面法的比较

对于蒙特卡洛法而言，只有当样本量足够大
时，分析结果才可靠．但由于蒙特卡洛法的广泛适
用性，常被用于对其他方法的准确性进行检验．结
合表１、表２和表４可以看到，由响应面法得到的
统计结果与由蒙特卡洛法（样本量为１　０００）得到
的统计结果符合得更好．而通过表３和表５可以
看到，由响应面法得到的随机输入变量与输出变
量间的Ｓｐｅａｒｍａｎ等级相关系数与由蒙特卡洛法

０７４
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（样本量为１　０００）得到的相应值非常接近．
通过以上比较可以看到，对于本文建立的分

析模型，当样本量足够大时，基于拉丁超立方抽样
的蒙特卡洛法与响应面法得到的概率分析结果差

别较小．为进一步说明这一点，从随机输出变量的
分布范围内选取３个值，分别统计出由不同样本
量的蒙特卡洛法及响应面法得到的随机输出变量

小于这３个值的概率，统计结果见表６．

表６　随机输出变量概率分布特征

Ｔａｂｌｅ　６　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｏｆ

ｒａｎｄｏｍ　ｏｕｔｐｕｔ　ｖａｒｉａｂｌｅ

概率

分析方法

Ｐ（ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６＜ Ｙ）

Ｙ＝

９．５０×１０－２
Ｙ＝

１．００×１０－１
Ｙ＝

１．０５×１０－１

ＬＨＳ　３００／％ ７．６７１　 ５６．３５５　 ９７．４５７

ＬＨＳ　５００／％ ４．１０８　 ４７．０５７　 ９５．０３２

ＬＨＳ　１０００／％ ３．９１５　 ４７．１０２　 ９４．５２２

ＣＣＤ／％ ３．４２１　 ４６．６９９　 ９４．６５４

由表６可知，使用响应面法进行分析时，得到
的ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６小于１０．０％和１０．５％的概率
与由蒙特卡洛法（样本量为１０００）得到的相应值
符合较好，但分别由两种方法得到的ＥＰＥＬＥＱＶ＿

１１６小于９．５０％的概率值则存在一定差别．这应
与响应面法的取样点位及响应面函数拟合精度有

关．另外，由表６可明显看出，使用基于拉丁超立
方抽样的蒙特卡洛法进行概率分析时，对应于样
本量为３００的３个概率值均高于对应于样本量为

１　０００的相应值，特别是对于ＥＰＥＬＥＱＶ＿１１６小于

９．５０％的概率，２个统计值相差接近一倍．
分析效率方面，由于在得到响应面函数之后

不再进行复杂的有限元仿真，响应面上的抽样统
计过程在数秒内完成．而在相同软硬件条件下，使
用基于拉丁超立方抽样的蒙特卡洛法（样本量为

１０００）进行药柱不确定分析约需２４ｈ．

４　结　论

１）复合推进剂热膨胀系数和点火阶段推进
剂初始泊松比的微小变化会对受固化降温载荷和

压力载荷联合作用下的药柱结构分析结果产生较

大的影响．当两个材料参数满足给定的随机分布
时，初始泊松比对分析结果的影响更大．
２）对于本文建立的不确定分析模型，只有当
样本量足够大时（大于５００），基于拉丁超立方抽

样的蒙特卡洛法才能给出较为准确的分析结果．
３）对于复杂的大型黏弹性不确定结构分析，
在可以接受的误差范围内，应考虑使用响应面法，
以提高分析效率．
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